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Exercice 1 - Questions

1. On peut définir une loi x?(n) par sa densité
1\32
t21€2r((2—)/2)]1t>07
et la loi de Student 7 (n) via 7(n) ~ ou N ~ N(0,1), S ~ x*(n)/n, et N, S
sont indépendantes.

N
VS?

2. Erreur de premiere espece : supycg, F4(1" = 1). Puissance (uniforme) : infyeco, Py(T' =
1). Théoréme de Neyman Pearson : si ©; = {6,} et si le test du rapport de vraisem-
blance est de niveau exact («), alors ce test est le plus puissant possible (parmi les
tests de niveau «).

3. Comme 62 /0% ~ x*(n —1)/(n — 1) est indépendante de 7,, (application directe de
Cochran), et que \/n(Z,, — u)/o ~ N(0,1), on a que \/n(z, —p)/6, ~ T(n—1). En
notant ¢ le 1 — («/2)- quantile d’une telle loi, [Z,, + 7,,¢/+/n] est un IC de niveau
de confiance 1 — a.

Exercice 2 - Un estimateur de covariance
1. MOdéle : ((R?)n, B((RQ)nL (N(07 29)®n)96]02,211"csh(1)[)-
2. Si (U, V)T ~ N(0, 1), alors (U,sh(6)U + /1 — sh*(0)V)T = A(U, V)T, avec

1 0
- <sh(e> \/1— sh2(6) )

est un vecteur Gaussien, de moyenne A(0,0)” = (0,0)7, et de covariance
T _ 1 sh(0) \ _
AdT = <sh(6) )= e
3. Ona E(x?(1)) = Var(N(0,1)) = 1. Par ailleurs
+o00
E((x*(1))?) = / tre s ———di
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On en déduit Var(x?(1)) = 2.



4. En utilisant la question 2, on peut écrire

Var (sh(H)U2 +4/1— sh2(0)UV> = sh?(9)Var(U?) + (1 — sh?*(#))Var(UV)

+ 2sh(#)4/1 — sh*(§)Cov(U?, UV),
avec

2

Var(U?)
Var(UV) =
Cov(U?,UV) = E(U3V) — E(U?)E(UV) = 0.
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On en déduit
Var(XY) = 2sh?(#) + (1 — sh*(#)) = 1 +sh?(0).

5. Comme Fy(XY) = sh(f), un estimateur par la méthode des moments est

6 = arcsh (XY —arcsh( ZXY)

Comme Fy(|XY]) < \/Ey(XY)? < 400, la loi des grands nombres donne

XY — sh(6),

n—-+o0o

en probabilité. arcsh étant continue, § est consistant.

6. Comme Vary(XY) = 1+ sh*(f) < +oo, le théoréme central limite donne
Vi (XY —sh(0)) ~ N(0, 1+ sh?(9)).
Comme arcsh est différentiable sur R, la méthode A donne

vn (arcsh(XY) — 6) ~ arcsh’(sh(6))AN(0, 1 + sh*(6)).

! . 1 . 1 7 .
Or, arcsh’(sh(f)) = @ = e On en déduit alors

ﬁ(é—@) ~ N(0,1).

7. Si g est le quantile d’ordre 1 — (a/2) d’une loi Normale standard, [/ + ¢/+/n] est un
intervalle de niveau de confiance 1 — «.



Exercice 3 - Péche dans I’étang d’Orsay

1. On tire au hasard n éléments parmi /N, sans remise et sans ordre. Le nombre de
tels tirages possibles est (]Z ), et on suppose qu’il y a équiprobablité sur les issues.
En notant A, ’événement "Pascal a péché & carpes”, on a

= (1) (7).

correspondant aux choix de &k éléments parmi les Np carpes et n — k parmi les
N(1 — p) autres poissons. On en déduit
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2. Si(Xy,...,X,) est échangeable, (Y1, ...,Y,) l'est aussi. Alors, pour tout j € [1,n],
E,(Y, ) E,(Y1) (choisir la permutation qui échange 1 et j). Comme Y; ~ B(p),
E,(Y1) = p, et E,(S) = np. On en déduit que p = S/n est un estimateur sans biais

de p.
3. 1Y, vaut 1 si les deux premiers poissons péchés sont des carpes, 0 sinon. On en
Np
()

déduit que
_r(Np(Np—1)
(%) 5(Nrr)

Comme (Y7, ...,Y,) est échangeable, on a, pour tous 1 <i # j <n,
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On en déduit

Varp Zval"p +2 Z COVp 2 J

4. L'inégalité de Bienaymé-Cebicev (ainsi que p(1 — p) < 1/4) donne, pour ¢ > 0,

=

P, (p > t) <
p(D>p+t) < — g



En posant

n—1
N =)
“ dnae
un intervalle de niveau de confiance 1 — « est donné par [p — t,,, +0o0|.
. Soit k € [0,n]. On a
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. SiZ ~ B(n,p) ~ > i, Z;,oules Z; sont iid. ~ B(p), I'inégalité de Hoeffding
donne

P

Z
P (5 > p+t> < e~ 2mt?

En posant t, = 4/ W, comme S ~+ Z lorsque N — 400, on en déduit que

[(S/n) — t4, +00[ est un intervalle de niveau de confiance asymptotique 1 — «
(meilleur que le précédent lorsque o — 0).

. On souhaite bétir un test de niveau « pour les hypotheses

HO : p§01
H, : p>0.1.

Sion prend T = L(s/n)>0.14t,, avec t, comme en 4. ou 6., on a, pour tout p < 0.1,
Pp((S/n) =2 0.1+ ta) < Pp((S/n) 2 p+ta) < a

T est donc un test de niveau «.
. En prenant ¢, comme en 4., pour « = 0.1 etn =9, on a

1—-2»1 9/10
36/10

On doit alors avoir S/9 > 0.1 + (1/2), ce qui équivaut a S > 5.4. Pascal doit donc
pécher plus de 6 carpes pour étre stir a 90% de renouveler son permis de péche a
bon escient.



